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Катунина О. С. Моделирование динамики мировых фондовых индексов
В статье рассмотрены вопросы моделирования динамики экономической системы, которая описывается совокупностью показателей из некото-
рых основных мировых фондовых индексов. Обоснована практическая возможность применения методологии динамического факторного анализа 
для исследования таких систем. Разработана математическая модель, объединяющая подходы факторного анализа и авторегрессионного оце-
нивания. В отличие от классических моделей анализа векторных временных рядов для моделирования эволюции используется система динамиче-
ских факторов, которая является более информативной по сравнению с исходной совокупностью показателей. Приводятся основные расчетные 
соотношения построенной математической модели и направления адаптации разработанного алгоритма для решения широкого спектра задач 
прогнозирования. В отличие от известных моделей предложенная методика позволяет определить некоторый интервал обоснованных про-
гнозных значений, границы которого зависят от параметров модели. Установленная при сравнении усредненных значений прогнозов отдельных 
показателей с фактическими значениями индексов ошибка в контрольном временном интервале находится в пределах 1–2%, что подтверждает 
высокую эффективность предложенной методики и возможность ее использования в научно-исследовательской практике.
Ключевые слова: фондовые индексы, временные ряды, динамический факторный анализ, прогнозирование.
Рис.: 7. Табл.: 2. Формул: 17. Библ.: 14. 
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УДК 330.51(075)
Катуніна О. С. Моделювання динаміки світових фондових індексів

У статті розглянуто питання моделювання динаміки економічної сис-
теми, що описується сукупністю показників з деяких основних світо-
вих фондових індексів. Обґрунтовано практичну можливість застосу-
вання методології динамічного факторного аналізу для дослідження 
таких систем. Розроблено математичну модель, що поєднує підходи 
факторного аналізу та авторегресійного оцінювання. На відміну від 
класичних моделей аналізу векторних часових рядів для моделювання 
еволюції використовується система динамічних факторів, яка є більш 
інформативною порівняно з початковою сукупністю показників. На-
водяться основні розрахункові співвідношення побудованої матема-
тичної моделі та напрямки адаптації розробленого алгоритму до 
розв’язання широкого спектра задач прогнозування. На відміну від ві-
домих моделей запропонована методика дозволяє визначити певний 
інтервал обґрунтованих прогнозних значень, межі якого залежать від 
параметрів моделі. Встановлена при порівнянні усереднених значень 
прогнозів окремих показників з фактичними значеннями індексів по-
хибка в контрольному часовому інтервалі знаходиться в межах 1–2%, 
що підтверджує високу ефективність запропонованої методики і 
можливість її застосуванні в науково-дослідницький практиці.
Ключові слова: фондовi індекси, часові ряди, динамічний факторний 
аналіз, прогнозування.
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Katunina O. S. Modelling the Dynamics of the World Stock Indices

The article considers the issues of modelling the dynamics of the economic 
system, which is described by the aggregate of indicators from some major 
world stock indices. The practical possibility of application of methodology 
of dynamic factor analysis for researching such systems has been substanti-
ated. The mathematical model, combining approaches of factor analysis and 
autoregressive estimation, has been developed. In contrast to the classical 
models of the vector time series analysis, a dynamic factor system is used to 
simulate evolution, which is more informative than the original aggregate of 
indicators. The basic calculated correlations of the constructed mathematical 
model and the direction of adaptation of the developed algorithm for solving 
a wide spectrum of forecasting tasks have been provided. Unlike well-known 
models, the proposed technique allows to define a certain interval of reason-
able forecast values, the boundaries of which depend on the parameters of 
the model. The error in the control time interval, determined when comparing 
the averaged values of the forecasts for several indicators with actual index 
values, persists in the range of 1 – 2%, which confirms the high efficiency of 
the proposed methodology and the possibility of its use in research practice.
Keywords: stock indices, time series, dynamic factor analysis, forecasting.
Fig.: 7. Tbl.: 2. Formulae: 17. Bibl.: 14. 
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Исследование тенденций и прогнозирование по-
ведения динамических экономических систем 
(ДЭС) предполагает анализ индикаторов их раз-

вития и идентификацию маркеров структурных сдвигов 
[1–3]. В их числе наиболее информативным, оператив-
ным и стандартизированным в процедурах расчета 
является блок фондовых индексов, характеризующих 
финансовое состояние банков, биржевых рынков, коти-
ровок акций, отдельных отраслей промышленности или 
предприятий и т. п. Прогнозное моделирование дина-
мики индексов является инструментарием мониторин-

га поведения финансового рынка и экономики в целом, 
а его методология – актуальным направлением исследо-
ваний экономических систем средствами компьютинга. 
В статье приводятся результаты практической апроба-
ции разработанной с участием автора модели динами-
ческого факторного анализа (ДФА) [4], с целью исследо-
вания ее прогностических свойств.

Динамическая система индикаторов фондового 
рынка задана в виде временной выборки индексов. Ис-
следование начинается со сглаживания и фильтрации 
одномерных рядов для удаления из них высокочастот-
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ных, случайных и сезонных колебаний, изучения трен-
довых и авторегрессионных составляющих. В числе со-
временных интеллектуальных методов моделирования 
динамики на базе нелинейных адаптивных моделей и 
нейро-нечеткого инструментария [5–8] весьма перспек-
тивным оказывается подход динамического фактор-
ного анализа (ДФА) [9–11], объединяющий концепции 
факторного анализа и авторегрессионные модели.

Целью работы является апробация разработанных 
с участием автора методологических подходов к моде-
лированию динамики сложной экономической систе-
мы, описываемой совокупностью показателей, на базе 
модели динамического факторного анализа (ДФА) [4],  
а также исследование ее прогностических свойств.

Модель динамического факторного анализа. Для 
моделируемой системы, состоящей из k временных рядов 
(ВР)

1 2( ) [ ( ), ( ), ... , ( ), ... , ( )],i i i i j i ny t y t y t y t y t

1, 2, ... , , 1, 2,..., , , ,  i k j n k n
       

(1)

и рассматриваемых на временном промежутке [T1, T2], 
вводятся динамические факторы Fm = Fm(y1, y2, ..., yk),  
m = 1, 2, ..., M (M < k) как некоторые функции заданных 
ВР [4; 9–12], и рассматриваются три группы уравнений.

Первую группу образуют уравнения факторов

( 1)

1
( ) ( ), 1,2, , ,

k
m

m im i
i

F t a y t m M


  

     

(2)

представляющие собой линейные комбинации исхо-

дных, или резидуальных, 
( 1)m
iy

 
[4; 12] ВР.

Во вторую группу входят динамические уравнения 
факторов, каждое из которых является AR(L)-оценкой 
m-го фактора

 
0

1

ˆ ( ) ( ), 1, 2, , ,


    

L

m m km m
l

F t c c F t l m M

 

(3)

где L − длина запаздывания (лага); cm0 , ckm − коэффици-
енты авторегрессии.

Третью группу составляют уравнения линейной 
регрессии
 

01 02 0
1

ˆ ( ) ... ( ) ( ), 1, 2,..., ,


     
M

i i i i M im m
m

y t d d d d t F t i k
 

  
(4)

выражающие исходные ВР через факторы, которые 
можно рассматривать как некоторую аппроксимацию 
или оценки заданных ВР.

Для получения прогнозных значений принима-
ется допущение о динамической инвариантности ДЭС 
[4–12], и это означает, что уравнения (3), (4) можно при-
менять также при значениях времени t > T2. Прогноз для 

каждого ряда 
 ˆ̂ ( )y t строится после нахождения прогноз-

ных значений факторов 
 ˆ̂ ( )mF t с помощью уравнений (4), 

в которые вместо факторов подставляются их прогно-
зы. Модель будет полностью определена после нахож-
дения всех коэффициентов в уравнениях (2)–(4). При 
этом факторы определяются последовательно один за 

другим, и для нахождения неизвестных в представлени-
ях (2)–(4) на каждом шаге отыскивается минимум целе-

вой функции
 

1 2 1 2

1 2

, ,..., , , ,...,
,

, , ,...,
 

   
 

m m km m m
m m

Lm m m km

a a a c c
c d d d  

принимаемой в виде [4; 11]:

0
1

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,


      
k

m m m m m i i i j j
i

w F F F F w y y y y
 (5)

где 〈yi , ys〉 − ковариации векторов [yij] = yi (tj) = [yi1, yi2, ..., 
yip] и w0, wi,  i = 1, ..., k − весовые коэффициенты.

Минимизация функции (5), которая включает в 
себя все наблюдаемые отклонения ВР и факторов от 
их оценок, позволяет одновременно определить необ-
ходимые коэффициенты, а введение дополнительных 
параметров (весов) дает возможность более гибкого 
описания эмпирических данных. Первый динамический 
фактор моделирует динамику совместного изменения 
во времени всей системы показателей и отображает об-
щую закономерность ее эволюции, исполняя роль трен-
да в рассматриваемых моделях. Следующие факторы 
строятся на основе резидуальных рядов, которые пока-
зывают, насколько каждый из показателей отклоняется 
в своем движении от общей тенденции.

Принципиальное отличие модели эволюции ДЭС 
в методе ДФА от классических AR(L) схем со-
стоит в том, что в них используются не сами 

показатели, а динамические факторы, аккумулирующие 
информацию о показателях всей системы в целом. Не-
обходимое количество факторов и число единиц за-
паздывания, определяющих свойства модели, зависит 
от особенностей рассматриваемой системы, и для их 
определения необходимо проведение предварительных 
оценочных расчетов в разных моделях ДФА. 

Для верификации прогноза в модели использует-
ся схема «ex-post прогноза» [13], получившая широкое 
распространение в современной практике анализа дина-
мических рядов. При такой схеме используются извест-
ные значения всего периода наблюдений, что позволяет 
для i-го ВР найти разницу

 
ˆ̂  i i iy y фактического и 

принятого в качестве прогнозного уровней, а для оцен-
ки погрешности использовать, например, коэффициент 

несоответствия Тейла
 

2 2 i i iV y
 

[8; 12; 13],  
в котором суммирование проводится по всему прогноз-
ному интервалу.

Анализ динамики системы фондовых индексов. 
Исследованная ДЭС включала шесть из используе-
мых на практике основных мировых фондовых индек-
сов: Dow Jones Industrial Average, Nasdaq Composite, 
Standard&Poor`s 500, FTSE 100, DAX и CAC 40 [14] 
(табл. 1). В расчетах значения за 2016 г. приняты в ка-
честве базовых, и в ВР включены 10 уровней, а значения 
за январь и февраль 2017 г. использованы для оценки 
полученных прогнозов. В построенной модели ДФА 
учитывалось три фактора и три единицы запаздывания. 
Прогнозирование выполнялось на три шага вперед, т. е. 
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на январь, февраль и март 2017 г., а известные значения 
индексов за январь и февраль 2017 г. использовались в 
качестве контрольных значений для оценки прогноза. 
Значения весов в целевой функции определяются при 
минимизации ex-post погрешности одного из показате-
лей в выбранном контрольном периоде.

Использованная процедура настройки модели 
по целевому показателю позволила при вы-
бранном числе факторов и величине лага найти 

веса, которые определяют поведение системы в целом. 
Найденные значения весов дают наилучшую аппрокси-
мацию (и минимальную ошибку) только для выбранно-
го ряда, а для других показателей минимизация погреш-
ностей не является составляющей целевой функции для 
оценивания параметров модели. При этом настройка на 
другие показатели изменяет значения весов, уравнения 
факторов и аппроксимацию ВР.

В результате при настройке на первый показатель 
была построена следующая модель рассматриваемой 
ДЭС. Уравнения динамических факторов (2) на интер-
вале [T1, T2] принимают вид:

1 1 2 3

4 5 6

( ) 1,338 ( ) 0,401 ( ) 2,592 ( )
0,517 ( ) 0,678 ( ) 0,593 ( );
   

  

F t y t y t y t
y t y t y t

  
(6)

(1) (1) (1)
2 1 2 3

(1) (1) (1)
54 6

( ) 0,636 ( ) 0,070 ( ) 1,011 ( )

0,406 ( ) 1,445 ( ) 0,6797 ( );

   

  

F t y t y t y t

y t y t y t

 

(7)

(2) (2) (2)
2 1 2 3

(2) (2) (2)
54 6

( ) 0,161 ( ) 0,060 ( ) 0,523 ( )

0,060 ( ) 3,864 ( ) 0,199 ( ),

   

  

F t y t y t y t

y t y t y t

 и, соотвественно, авторегрессионные уравнения факто-
ров (3):

   

 1 1

1 1

ˆ ( ) 8,874 0,497 ( 1)
0,162 ( 2) 0,303 ( 3);
   

   

F t F t
F t F t  

(9)

 2 2

2 2

ˆ ( ) 0,651 0,539 ( 1)
0,204 ( 2) 0,744 ( 3);
   

   

F t F t
F t F t             

(10)

 2 2

2 2

ˆ ( ) 0,205 0,315 ( 1)
0,570 ( 2) 0,055 ( 3).
   

   

F t F t
F t F t             

(11)

Уравнения (4), выражающие ВР через факторы, за-
писываются в виде

      

 1 1

2 3

ˆ ( )=4,669 0,274 ( )
6,338 ( ) 14,729 ( );

 

 

y t F t
F t F t

 
(12)

          

 2 1

2 3

ˆ ( )=1,350 27,133 ( )
0,124 ( ) 0,443 ( );

 

 

y t F t
F t F t  

(13)

           

 3 1

2 3

ˆ ( ) 0,133 0,694 ( )
0,081 ( ) 0,169 ( );
  

 

y t F t
F t F t  

(14)

                           

 4 1

2 3

ˆ ( ) 0,091 0,264 ( )
0,003 ( ) 0,302 ( );
  

 

y t F t
F t F t  

(15)

          

 5 1

2 3

ˆ ( ) 0,164 0,821 ( )
0,217 ( ) 0,154 ( );
  

 

y t F t
F t F t  

(16)

          

 6 1

2 3

ˆ ( ) 0,029 0,086 ( )
0,239 ( ) 0,313 ( ).
  

 

y t F t
F t F t  

(17)

В формулы (7), (8) вместо исходных ВР входят 

резидуальные ряды вида 
 (1) ˆ( ) ( ) ( ). i i iy t y t y t  При  

t = T2 + 1, T2 + 2, ..., уравнения (9)–(11) определяют про-

гнозы факторов 
 ˆ̂ ( ),mF t  а подстановка полученных зна-

чений в формулы (12)–(17) дает прогнозы отдельных 
показателей. Сказанное иллюстрируется графиками, 
представленными на рис. 1 – рис. 5. На рис. 1, рис. 2 при-
ведены графики динамических факторов при настройке 
модели на первый показатель, а на рис. 3 – рис. 5 пока-
зана динамика известных значений некоторых индексов 

таблица 1

Значения мировых фондовых индексов в рассматриваемом периоде

Месяц-год
Dow Jones 
Industrial 
Average

Nasdaq 
Composite

Standard& 
Poor`s 500 FTSE 100 DAX CAC 40

03-2016 17311,43 4755,31 2022,56 17311,43 9859,14 4418,96

04-2016 17844,37 4892,17 2075,54 17844,37 10023,22 4445,22

05-2016 17700,54 4794,84 2067,07 17700,54 10007,93 4373,49

06-2016 17754,87 4856,23 2083,89 17754,87 9859,15 4293,92

07-2016 18322,52 5016,30 2146,71 18322,52 9960,52 4317,63

08-2016 18495,19 5217,04 2177,48 18495,19 10530,25 4425,35

09-2016 18280,34 5253,96 2158,70 18280,34 10504,49 4448,59

10-2016 18184,55 5255,99 2143,02 18184,55 10618,77 4497,57

11-2016 18714,87 5021,99 2166,79 18714,87 10595,53 4504,38

12-2016 19720,96 5415,27 2247,41 19720,96 11225,58 4767,90

01-2017 19900,52 5553,90 2273,45 19900,52 11620,11 4863,66

02-2017 20434,14 5768,40 2330,97 20434,14 11745,43 4846,69

(8)
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(отмечены маркерами) и их аппроксимация (сплошные 
линии) также при настройке системы на первый пока-
затель. На рисунках (здесь и далее) исходные значения 
индексов, приведенные в табл. 1, промасштабированы.

Из представленных на рис. 1, рис. 2 графиков видно, 
что изменение факторов во времени имеет существенно 
немонотонный характер. При этом по абсолютной вели-
чине первый фактор намного превышает остальные, вто-
рой фактор существенно превосходит третий. Поэтому 
основной вклад в описание динамики показателей будет 
давать именно первый фактор, и его можно считать трен-
дом рассматриваемой ДЭС. Второй и третий факторы, 
которые находятся из резидуальных рядов, принимают 
отрицательные и положительные значения, что позво-
ляет учесть локальные флуктуации показателей. Расче-
ты показали, что очередной, четвертый фактор несуще-
ственно влияет на описание системы, и его вкладом в 
аппроксимацию ВР в данном случае можно пренебречь.

Указанные свойства факторов позволили полу-
чить хорошее описание динамики системы индексов. 
Как нетрудно заметить на рис. 3 – рис. 5, все графики 
аппроксимирующих зависимостей, определяемых урав-
нениями (12)–(17), проходят достаточно близко к экс-
периментальным точкам, однако при настройке систе-
мы на конкретный (первый) показатель аппроксимация 
остальных ВР имеет различный характер. Так если для 
1-го и 3-го рядов исходные данные описываются доста-
точно хорошо (см. рис. 3, рис. 5), то для 2-го ряда апрок-
симация заметно хуже (см. рис. 4). Аналогичные резуль-

таты имеют место как для всех ВР, так и при настройке 
системы на другие показатели.

Результаты расчетов показывают, что построенная 
трехфакторная модель описывает не только об-
щую тенденцию эволюции исследуемой системы, 

но и улавливает динамические колебания индексов. Ре-
зультаты расчетов при настройке модели на различные 
показатели для индексов DJIA и САС представлены на 
рис. 6, рис. 7, на которых заданные и контрольные зна-
чения отмечены маркерами, а сплошными линиями − их 
аппроксимация. В трехзначных кодах, использованных 
при маркировке кривых, первые две цифры указывают, 
что это именно аппроксимация показателя с соответ-
ствующим номером, а последняя указывает, по какому 
ряду проводилась минимизация погрешности. Напри-
мер, код 112 означает результат аппроксимации первого 
ряда при настройке модели на второй ВР и т. п.

Таким образом, при различных сценариях на-
стройки модели получается многовариантный прогноз, 
а именно: шесть различных значений (по числу показа-
телей, входящих в систему). Заранее неизвестно, какой 
именно показатель будет наиболее сильно влиять на 
поведение системы в целом, поэтому в качестве про-
гнозного значения естественно принять некоторую его 
оценку. В табл. 2 приведены прогнозные значения ин-
дексов, найденные в процессе расчетов, данные из кон-
трольного периода (факт) и соответствующие относи-
тельные погрешности ε.

Рис. 1. первый динамический фактор Рис. 2. Второй и третий динамический факторы
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Рис. 3. Аппроксимация первого 
ряда при настройке модели на 

первый показатель

Рис. 4. Аппроксимация второго 
ряда при настройке модели  

на первый показатель

Рис. 5. Аппроксимация третьего 
ряда при настройке модели  

на первый показатель
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Полученные погрешности прогнозных значений 
анализируемой системы фондовых индексов, хотя и от-
личаются друг от друга, в целом достаточно малы и не 
превышают 3,1%. При этом максимальные погрешности 
имеют место для индекса DAX для данных за январь 
2017 г. и составляют 1,9%, а для данных за февраль 2017 г.  
уже для индекса Dow Jones DJIA ε = 3,1%. Погрешности 
прогнозов других показателей меньше этих значений и, 
например, для первых четырех индексов в январе они не 
превосходят 0,5%. Вместе с тем, погрешность прогнозов 
для всех индексов возрастает на следующем шаге, и по-
этому для улучшения качества прогноза целесообразно 
использование рекурсивной схемы.

ВыВОДы
Эффективность использования ДФА для иссле-

дования системы индексных индикаторов фондового 
рынка подтверждается прогностической надежностью 
построенной модели. Погрешности прогнозных значе-
ний, установленные при анализе системы выбранных 
мировых фондовых индексов, находятся в пределах 
1–2%, что позволяет рекомендовать разработанную 
методику для практического использования в эконо-
мической деятельности. Потенциальные возможности 
предложенной методики позволяют уточнить прогноз 
при использовании рекурсивной схемы, а также за счет 
дальнейшей коррекции управляющих параметров.       
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