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В статье рассмотрены подходы к моделированию производства, распределения и поставок электроэнергии в энергосистеме Украины в условиях 
энергорынка. Рассматриваются особенности электроэнергии как товара и, как следствие этих особенностей, отмечается дисбаланс между 
поставками и потреблением электроэнергии. Обосновывается возникновение задачи согласования объемов производства и поставок с установ-
ленным уровнем спроса, подверженным динамическим изменениям, в условиях дефицита ресурсов. Учитывается, что электроэнергия поступает 
потребителям через промежуточные узлы – гидроаккумулирующие станции. Авторами предлагается сведение задачи нахождения оптималь-
ного плана передачи электроэнергии из пунктов производства в пункты потребления при минимизации транспортных расходов к многомерной 
транспортной задаче с промежуточными узлами. В статье формулируется математическая модель этой задачи, приводятся алгоритмы её 
решения, а также рассматривается практический пример применения предлагаемого подхода и приводится анализ полученных результатов.
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Гамбаров Л. А., Шевченко С. В., Чернишова Н. П. Оптимізація  

виробництва, розподілу та поставок електроенергії  
в умовах енергоринку України

У статті розглянуто підходи до моделювання виробництва, розподілу і 
постачання електроенергії в енергосистемі України в умовах енергорин-
ку. Розглядаються особливості електроенергії як товару і, як наслідок 
цих особливостей, відзначається дисбаланс між поставками і спожи-
ванням електроенергії. Обґрунтовується виникнення задачі узгодження 
обсягів виробництва і поставок з установленим рівнем попиту, схиль-
ним до динамічних змін, в умовах дефіциту ресурсів. Враховується, що 
електроенергія надходить споживачам через проміжні вузли – гідроаку-
мулюючі станції. Авторами пропонується зведення задачі знаходження 
оптимального плану передачі електроенергії з пунктів виробництва в 
пункти споживання при мінімізації транспортних витрат до багато-
вимірної транспортній задачі з проміжними вузлами. У статті фор-
мулюється математична модель цієї задачі, наводяться алгоритми її 
вирішення, а також розглядається практичний приклад застосування 
пропонованого підходу і наводиться аналіз отриманих результатів.
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supply of electric energy in the energy system of Ukraine under conditions 
of the energy market. It considers specific features of electric energy as a 
commodity and, as a consequence of these specific features, a disbalance 
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of the task of co-ordination of volumes of production and supply with the 
established level of demand, subject to dynamic changes, under conditions 
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Тепловая и электрическая энергия – необходи-
мое условие жизнедеятельности человеческо-
го общества. Эффективное функционирование 

электроэнергетики является необходимым условием 
стабильности процессов национальной экономики, ее 
развития, выполнения плановых структурных преоб-
разований, удовлетворения потребностей в электри-
ческой энергии, обеспечения уровня энергетической 
безопасности [3]. В условиях дефицита ресурсов, кри-
зисных состояний экономики, перехода к рыночным 
механизмам регулирования деятельности достаточно 
важным становится оптимизация принимаемых реше-
ний в планировании и управлении распределением и 
поставками электроэнергии [4].

Все сделки купли-продажи электрической энергии 
в Украине осуществляются на оптовом рынке. Оптовый 
рынок электроэнергии (ОРЭ) Украины был создан в 1996 
году по образцу модели пула электроэнергии Англии. 
Физически электроэнергия, произведенная генериру
ющими компаниями, попадает к потребителю через ма-
гистральные и распределительные электрические сети 
на основании договоров на передачу электрической 
энергии между соответствующими субъектами ОРЭ [7].

Наиболее важными особенностями электроэнер-
гии как товара, которые необходимо учитывать при ор-
ганизации рынка электроэнергии, являются следующие: 
производство, доставка (передача и распределение) и 
потребление электроэнергии в силу его физической 
природы происходят практически одновременно, и ее 
невозможно складировать (накапливать) в значитель-
ных объемах, электроэнергия является в высшей сте-
пени стандартизированным продуктом, поставляемым 
множеством производителей в общие электрические 
сети и мгновенно потребляемым оттуда же множеством 
потребителей. Поэтому с физической точки зрения не-
возможно определить, кто произвел электроэнергию, 
потребляемую тем или иным потребителем,– можно 
лишь контролировать объемы поставки в общую сеть 
от каждого производителя и объемы потребления из 
нее каждым потребителем [5]. Используемое диспет-
черское управление в электроэнергетике используется 
для минимизации отклонения объемов производства 
электроэнергии от установленного уровня спроса [6]. 
Однако приведенные особенности ее использования 
влекут дисбаланс между поставками и потреблением 
[8]. Возникает задача согласования объемов производ-
ства и поставок электроэнергии с установленным уров-
нем спроса, подверженным динамическим изменениям 
в ходе рассматриваемых периодов времени [9]. 

Целью работы является построение математиче-
ской модели для управления производством, распреде-
лением и поставками электроэнергии в условиях функ-
ционирования оптового рынка электроэнергии, фор-
мирование подходов для ее решения с учетом текущих 
состояний электроэнергетической системы, ресурсных 
ограничений и характеристик процессов функциониро-
вания и управления.

Суть обсуждаемой проблемы заключается в следу
ющем. Все сделки купли-продажи электрической энергии 
в Украине осуществляются на оптовом рынке. Физически 

электроэнергия, произведенная генерирующими компа-
ниями, попадает к потребителю через магистральные и 
распределительные электрические сети на основании 
договоров на передачу электрической энергии между 
соответствующими субъектами ОРЭ. В энергосистеме 
Украины большую долю составляют мощности тепло-
вых и атомных электростанций, которые не могут бы-
стро снижать выработку электроэнергии при снижении 
энергопотребления (например, ночью) или же делают это 
с большими потерями. Имеющиеся в составе энергоси-
стемы гидроаккумулирующие электростанции (ГАЭС) 
используются для выравнивания суточной неоднородно-
сти графика электрической нагрузки [1, 2]. Электроэнер-
гия, произведенная электростанциями, передается по-
средством линий электропередач (ЛЭП) в электросеть, 
для поставки конечным потребителям.

Пусть имеется n пунктов производства электро
энергии и m пунктов ее потребления, а также k про-
межуточных пунктов аккумулирования электро-

энергии. Производство и потребление сбалансированы, 
т. е. общие объемы производства и потребления равны 
между собой. Задача состоит в отыскании рациональ-
ного плана передачи из пунктов производства в пункты 
потребления электроэнергии, при котором транспорт-
ные расходы минимальны. Полученный в результате ре-
шения план передачи электроэнергии должен отвечать 
следующим требованиям:

1) спрос каждого из пунктов потребления должен 
полностью удовлетворяться;

2) вся электроэнергия, произведенная в каждом 
пункте производства, должна быть полностью исполь-
зована.

Таким образом, рассматривается ситуация, когда 
электроэнергия поступает потребителям не непосред-
ственно, а через промежуточные узлы (гидроаккумули-
рующие станции). Задача составления плана транспор-
тировок, которая позволяет минимизировать общие 
затраты, сводится к многомерной транспортной задаче 
[10]. Формализуем поставленную задачу. Введем следу-
ющие обозначения:

, kjikx x – количество единиц продукта, перевози-
мого в соответствии с маршрутами і → k и k → j;

,  kjikc c – стоимости перевозки единицы продукта 
по соответствующим маршрутам і → k и k → j;

ai – количество единиц продукта, произведенное 
в i-ом пункте;

bj – количество единиц продукта, потребленное в 
j-м пункте;

dk – суммарная пропускная способность k-го узла.
В результате получаем транспортную задачу с про-

межуточными узлами (ТЗПУ) следующего вида: найти 
 ( ), ( ), {1, ..., },

{1, ..., }, ,
kjikx x x x i I n

j J m k K


 

  



       

(1)

обеспечивающие

	   


€,
min

   

 
  
 
     kj kjik ikx x i I k K k K j J

c x c x

 	

(2)
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при ограничениях

	    
, {1, ..., },ik i

k K
x a i I n


 

 	

(3)

	
 , {1, ..., },

 
   kjik

i I j J
x x k K r

      

(4)

	    
 , {1, ..., },


  kj j

k K
x b j J m

	

(5)

	    
 , ,

 
  kj k

j J k K
x d k K

 	

(6)

0, 0, , , .kjikx x i I k K j J         (7)
Математическая модель (1) – (7) описывает транс-

портную задачу с промежуточными узлами (ТЗПУ). Суть 
ее – в нахождении оптимального плана перевозок про-
дукта из пунктов производства i в пункты потребления j 
при наличии ограничений на пропускные способности 
промежуточных узлов k. Предполагается, что весь про-
изведенный продукт в каждом i-м пункте производства 
используется, а спрос каждого j-го пункта потребления 
удовлетворяется. 

Возрастание числа индексов у переменных до трех 
резко увеличивает размерность задачи и делает 
принципиально невозможным ее решение про-

стыми способами, подобными методу потенциалов и его 
модификациями [10]. Использование методов линейно-
го программирования при значительных n, m, r (точнее, 
при достаточно большом значении их произведения) 
также невозможно из-за возрастания размерности за-
дачи. С математической точки зрения предполагаемый 
подход является разновидностью метода линеаризации 
в пространстве потенциалов и примыкает к проблема-
тике негладкой оптимизации.

Особенность ТЗПУ связана с наличием ограниче-
ний (4). Если ввести переменные hk , k ∈K:

	     
 , 

 
   kjik k

i I j J
x x h k K

 	

(8)

и предположить, что hk = hk – определены, то поставлен-
ная ранее задача распадается на две независимые двух-
индексные транспортные подзадачи [10].

В первой подзадаче Т нужно найти: 

x

( ), {1, ..., }, {1, ..., }

min
ik

ik ik
i I k K

x x i I n k K r

c x

 

 

  

 

    

(9)

при ограничениях:

		
, ;ik i

k K
x a i I




 	

(10)

		
, ;ik k

i I
x h k K




 	

(11)

		  0, , .ikx i I k K   	 (12)
Во второй подзадаче необходимо определить: 

 





( ), {1, ..., }, {1, ..., }

min

 

 

  

  

kj

kj kj
x k K j J

x x j J m k K r

c x

   

(13)

при ограничениях:

	          
 , ;


 kj k

j J
x h k K

 	

(14)

		
 , ;


 kj j

k K
x b j J

 	

(15)

		   0, , . kjx j J k K  	 (16)

Введем в рассмотрение вектор h = {hk}. Оптималь-
ное значение функции цели задачи Т при h = h 
обозначим через f (h). Функция f (h) определена, 

выпукла и непрерывна на множестве H0, задаваемом 
условиями 

,k i
k K i I

h a
 

 

0, .kh k K

Аналогично по задаче T находится функция 
( ).f h  

Пусть Hs (ε) – множество векторов h(s + 1) = {hk(s + 1)}, 
удовлетворяющих ограничениям

( 1) ,k i
k K i I

h s a
 

  

( 1) , ,k kh s d k K 

( 1) (1 ) ( ), ,k kh s h s k K  

где hk(s) выбраны на (s – 1)-м шаге, ε ∈[0, 1], s = 1, ..., [3]. 
Определение оптимальных наборов 

* *{ }ikx x и 
 

* *
{ }ikx x

свяжем с задачей построения последовательности {hk(s)}. 
Рассмотрим функцию

 
( ) ( ) ( )Ф h f h f h 

и поставим задачу: найти вектор h* ∈ H такой, что

	    
*min{ ( ) | } ( ),Ф h h H Ф h   	 (17)

где множество H = Hs (1) не зависит от s. Обозначим че-
рез gφ(h) субградиент функции Ф(h) и решим задачу

min{ ( ( )), ( 1) | ( 1) },sg h s h s h s H  
    

(18)

где
 

( ( )), ( 1)g h s h s  – скалярное произведение со-
ответствующих векторов. Субградиент gφ(h(s)) выразим 

через двойственные оценки задач T и T . Тогда выраже-
ние (18) можно переписать в виде: найти 

   


1
min ( ( ) ( )) ( 1),

s
kk kh s H k K

v s u s h s
   

 

     

(19)

где ( ),kv s k K – оптимальные двойственные оценки 
ограничений

( ), ,ik k
i I

x h s k K




задачи T, а 
 ( ),ku s k K – оптимальные двойственные 

оценки ограничений 
 ( ),kj k

j J
x h s k K




задачи T .
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Для определения h (s + 1) используется задача сле-
дующего вида: найти

   0 1 s 1
min arg min ( ( )), ( 1) .

sh H
Ф g h s h s

   

   
  
   

 	

(20)

Она предполагает решение последовательности 
вспомогательных задач (19), в которых ε выбирается с 
определенным шагом дискретности (например, 0, 1), на-
чиная с ε =1. В качестве h (s + 1) берется решение вспо-
могательной задачи (19) при ε = ε(s), на котором дости-
гается минимум функции 

   s 1
arg min ( ( )), ( 1)

sh H
Ф g h s h s

  

 
 

 

по дискретным значениям ε.
Итеративный процесс определения решения h* за-

дачи (17) состоит в следующем.
Задается вектор h(1) ∈ Hs(1). Его можно найти, на-

пример, по формулам

	    
/ , .k k i k

i I k K
h d a d k K

 
  

 	

(21)

Соотношения (21) означают, что через промежу-
точные узлы проходят потоки, пропорциональные их 
пропускным способностям. Для любого …s ≥ 1 .. вектор 
h(s + 1) определяется на итерации s, включающей не-
сколько этапов.

1.	 Вычисляется Ф(h(s)) путем решения двух не-
зависимых транспортных задач T и T любым методом, 
например, потенциалов, позволяющим получить опти-
мальные двойственные оценки.

2.	 Определяется субградиент gφ(h(s)).
3.	 Решается задача (20) для нахождения опти-

мального значения ε = ε(s) и вычисления h(s + 1). Далее 
идет возврат к этапу 1.

Пример 1. Пусть n = 4, r = 4, m = 5. C целью иссле-
дования скорости практической сходимости алгоритма 
и точности получаемого результата этот пример решен 
параллельно при помощи стандартной процедуры ЛП. 
Точность решения существенно зависит от точности 
определения оптимального значения шагового множи
теля ε = ε(s). На широком диапазоне статистической 
информации время решения этого примера с использо-
ванием схемы декомпозиции и процедуры ЛП практи-
чески совпадало (при достижении точности порядка 1 % 
за четыре итерации). Вычислительная эффективность 
подхода значительно повышается, если на этапе 3 при 
s =1 отказаться от задачи (20) и в качестве h(2) выбрать 
решение задачи (19) при ε = 1. Далее алгоритм функцио-
нирует без измерений, согласно описанной выше схеме. 
В этом случае, в условиях того же примера точность 
около 1 % была достигнута за две итерации, а время ре-
шения ТЗПУ сократилось почти в 3 раза.

Пример 2. Положим n = 30, r = 10, m = 20. Иссле-
дование алгоритма в этих условиях подтвердило сде-
ланное выше предположение. Для достижения одной и 
той же точности время решения задачи по двум пред-
ложенным модификациям этапа 3 при s = 1 различалось 
в 7 – 10 раз в зависимости от предъявленных требова-

ний. Учитывая, что на практике априорная информация 
о целевой функции, как правило, неточна, получение 
высокоточного результата теряет смысл. Если исследу-
ются задачи, для которых высокая точность решения 
не нужна, то достаточно ограничиться лишь двумя ите-
рациями, причем решение задачи (20) нужно осущест-
влять только для s = 2. При этом требование к точности 
определения шагового множителя ε(2) невысоко, что 
значительно снижает объем вычислений и делает про-
цедуру легко доступной пользователю. Исследование 
задач, для которых высокая точность решения крайне 
важна, также предполагает вычисление h(s + 1) по пра-
вилу (21), начиная с s = 2. Однако в этом случае требо-
вание, предъявляемое к точности шаговых множителей, 
жесткое, а число итераций определяется, в конечном 
счете, точностью получаемого решения. При этом объ-
ем вычислений существенно возрастает, а эффектив-
ность предлагаемого подхода снижается.

Рассмотренная в работе схема декомпозиции ТЗПУ 
допускает и иной подход к решению задачи. Он 
связан со снятием условия монотонности метода 

и специальной регулировкой шаговых множителей. При 
реализации соответствующего алгоритма ε(s) задаются 
априорно, а не вычисляются с помощью решения задачи 
(20), как прежде. Например, в качестве ε(s) можно выбрать

( ) ( ) , (0, 1), 1, 2,...ss q q s  

Подобная регулировка шага отличается крайней 
простотой и быстро приводит в окрестность решения 
задачи (17). Дальнейшее уменьшение функции Ф(h) за-
медляется, и начинаются колебания возле точки экстре-
мума. Так, в условиях примера 1 последовательность h(s) 
за 10 итерации попала в окрестность множества реше-
ния с точностью до 1 %. При этом время решения ТЗПУ 
сократилось почти в три раза по сравнению со време-
нем, затраченным при использовании процедуры ЛП. 
Точность 0,1% была достигнута за 22 итерации, а время 
решения сократилось в 1,5 раза. Дальнейшие вычисле-
ния не привели к существенному повышению точности.

Исследование результатов примера 2 показало 
вычислительную эффективность нерелаксационного 
алгоритма с возрастанием размерности задачи.

Выводы
В результате анализа процессов производства 

распределения и поставок электроэнергии в условиях 
энергорынка на Украине выделена задача согласования 
объемов производства электроэнергии со значениями 
спроса, установленными в результате функционирова-
ния рынка двусторонних договоров и балансирующего 
рынка; сформирована математическая модель в виде 
транспортной задачи с промежуточными узлами и пред-
ложены алгоритмы ее решения. Полученные результаты 
решения свидетельствуют о возможности их использо-
вания в составе задач планирования и управления укра-
инской электроэнергетики. 

Авторы считают, что в данной работе новыми 
являются следующие положения и результаты: вы-
делены процессы управления объемами производства, 
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распределения и поставок электроэнергии, построена 
математическая модель, обеспечивающая согласование 
уровня спроса и объемов производства, распределения 
и поставок электроэнергии с минимальными затратами, 
предложены алгоритмы ее решения.	                  
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