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Затраты на персонал и сопутствующие отчисле-
ния составляют в малом бизнесе существенную долю 
текущих затрат.

Дефицит управленческой информации, недостовер-
ность и несопоставимость отчетности, отсутствие 
аналитических навыков и возможностей приво-

дят к ошибочным управленческим решениям. Вследствие 
высокой напряженности труда и многочисленных по-
вседневных проблем предпринимателям не хватает вре-
мени на выработку специальной предпринимательской 
стратегии. Все это приводит к убыткам и оказывает нега-
тивное воздействие на мотивацию сотрудников. Не ставя 
конкретных финансовых целей, не представляя и не ана-
лизируя своих результатов, не оценивая и не прогнози-
руя налоговых выплат, большинство малых предприятий 
терпят крах. Успех в конкурентной борьбе возможен у тех 
предприятий, которые хорошо информированы, в част-
ности используют услуги внешних консультантов, инфор-
мационных агентств, и нацелены на развитие – открыты 
и готовы к кооперированию. Исходя из вышесказаного, 
можно рассмотреть проблемы малого бизнеса в этом 
аспекте и предложить пути их решения.	                   
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Одесса

Отличительной чертой современной экономики 
является высокая значимость в ее функциони-
ровании инновационной деятельности. Данное 

обстоятельство определяет актуальность исследова-
ния влияния фактора научно-технического прогресса 
на процессы экономического развития. Одним из ос-
новных экономико-математических инструментов ука-
занных исследований могут служить модели экономи-
ческого роста.

Известны различные варианты классических 
макроэкономических моделей оптимального эконо-
мического роста, их современных модификаций и ин-
терпретаций для анализа соответствующих экономи-
ческих задач [3; 4 с. 425 – 439; 5, с. 116 – 121; 6 и др.]. 

Если воздействие научно-технического прогресса в 
этих моделях учитывается, то он традиционно отра-
жается в производственных функциях, которые явля-
ются существенным элементом данных моделей роста,  
в форме автономного НТП, например, нейтрального по 
Хиксу [7, с. 92 – 98] или Харроду [8]. Вместе с тем, одной 
из основных характерных особенностей современного 
этапа развития экономики является снижение ее ка-
питалоемкости [9], которое можно рассматривать как 
интегрированный результат инновационных процессов, 
выступающих на макроэкономическом уровне в виде 
технологического прогресса. 

При исследовании математических моделей опти-
мального экономического роста главным образом рас-
сматриваются проблемы построения и анализа стацио-
нарных (сбалансированных) и оптимальных траекторий 
эволюции элементов моделируемых экономических си-
стем. Указанные вопросы изучаются и для случая опти-
мизационных моделей экономического роста, которые 
отражают в той или иной форме влияние НТП. Одна-

УДК 330.46

Особенности оптимального управления  в одной модели 
экономического роста с технологическим прогрессом
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ко при этом воздействие собственно технологического 
прогресса в данных моделях, его интенсивности (темпа 
НТП) на особенности оптимального развития соответ-
ствующих экономических процессов не анализируется.

В связи с изложенным целью настоящей работы 
является построение модели оптимального экономиче-
ского роста, в которой воздействие автономного НТП 
отражается с позиции снижения капиталоемкости эко-
номики в процессе ее развития, и исследование данной 
модели для выявления особенностей влияния интен-
сивности (темпа) технологического прогресса (некото-
рых других экзогенных экономических параметров) на 
характерные свойства оптимальной эволюции анализи-
руемой экономической системы.

Рассмотрим известную математическую модель ди-
намики национального дохода [1; с. 280] (модель 
макроэкономической динамики Харрода – Дома-

ра [2, с. 204 – 209])

		    
( ) ( ),dyy t B c t

dt
= +

 	
(1)

где y(t) – величина национального дохода в момент вре-

мени t;
 

( ) dyu t B
dt

= – величина производственного
 
на-

копления; B – капиталоемкость национального дохода; 
c(t) – величина непроизводственного потребления.

Введем в данную модель инновационный фак-
тор. Будем полагать, что под воздействием научно-
технического прогресса величина капиталоемкости В с 
течением времени снижается согласно закону

		     0( ) ,ktB t B e−=
 	

(2)
где B0 – капиталоемкость национального дохода в началь-
ный момент времени, т. е. B(0) = b0 , k – параметр, опре-
деляющий темп снижения указанной капиталоемкости. 
Данный параметр можно интерпретировать и как пока-
затель интенсивности (темпа) автономного НТП.

По аналогии с [1, с. 289] на основе математиче-
ской модели (1), (2) сформулируем задачу определения 
траекторий динамики национального дохода y(t) и его 
составляющих u(t) и c(t), доставляющих максимум вели-
чине суммарного непроизводственного потребления на 
интервале времени [0, T]:

	         0
( ( ) ( )) max,

T
y t u t dt− →∫

 	

(3)

		   0

1 ( ),ktdy e u t
dt B

=

 	

(4)

		    
0 ( ) ( ).u t y t≤ ≤

 	 (5)
Оптимизационная модель (3) – (5) представляет 

собой постановку задачи оптимального управления,  
в которой управляющим параметром является величи-
на производственного накопления u(t), а фазовой коор-
динатой объем национального дохода y(t).

Функция Гамильтона для данной задачи имеет вид

      0

1( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( ),ktH y u p t y t u t p t e u t
B

= − +

      

(6)

где p(t) – сопряженная переменная.

Известно, что для оптимальной траектории 

	         
( ) ( , , , ) ,dp t dH y u p t

dt dy
= −

 	

(7)

		         ( ) 0.p T =
 	

(8)
Поэтому интегрируя (7) с учетом (8) можно полу-

чить следующее выражение для p(t): 

		     ( ) .p t T t= −
 	

(9)
Тогда функция Гамильтона приобретает вид

    0

1( , , , ) ( ) [( ) 1] ( ).ktH y u p t y t T t e u t
B

= + − −

   

(10)

Если u*(t) оптимальное управление, то тогда со-
гласно принципу максимума теории оптимального 
управления в каждый момент времени t оно доставляет 
максимум функции H(y, u, p, t). Соответственно, из (10) с 
учетом огра-ничения (5) получаем выражения для u*(t):

0

0

1( ), если ( ) 1 0
*( )

10, если ( ) 1 0.

kt

kt

y t T t e
B

u t
T t e

B

 − − >= 
 − − <


        

(11)

Последнее соотношение для удобства дальнейше-
го анализа целесообразно записать в виде

            

0

0

( ), если ( )
*( )

0, если ( ) .

kt

kt

y t T t e B
u t

T t e B

 − >= 
− <

	

(12)

Из (12) видно, что оптимальное управление u*(t) 
определяется свойствами переключательной функции 

	        ( ) ( ) , 0 .ktt T t e t Tϕ = − ≤ ≤
 	

(13)
Можно показать, что если k > 1/T, то в точ-

ке t* = T – 1/k достигается максимальное значение 
1*( *) 1 kTt k e −ϕ =  и ( ), [0, ]t t Tϕ ∈  при [0, ]t T∈  

имеет график рис. 1a. В противном случае данная функ-
ция является монотонно убывающей и при 0 t T≤ ≤  
представляется графиком рис. 1b.

Рис. 1. Графики переключательной функции 

)(t
 

T
 

  T  t
 

)(t  

   T 

 

 T t *t  

    (a)

  (b)
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Возможны различные варианты соотношения при 
0 t T≤ ≤ значений функции ϕ(t) и параметра B0, опреде-
ляющие вид решения задачи оптимально-го управления 
(3) – (5). Графически они представлены на рис. 2 и рис. 3.

Для каждой из представленных на рис. 2 и рис. 3 
ситуаций оптимальное управление и соответственно 
траектория будут иметь свой специальный вид. Рассмо-
трим каждую из указанных ситуаций.

Ситуация представленная графиком (2a). Фор-
мально она определяется условиями

         
1

0
1 1, *( *) .kTk B t e
T k

−> > ϕ =

	

(14)

В соответствии с (12) оптимальное управление в 
данном случае имеет вид 

		  *( ) 0, 0 .u t t T= ≤ ≤
 	

(15)
Тогда согласно (4)

		  0*( ) , 0 ,y t y t T= ≤ ≤
 	

(16)
где y0 – величина национального дохода в начальный 
момент времени t = 0 и соответственно 

	               0*( ) , 0 .c t y t T= ≤ ≤
 	

(17)
Таким образом, при выполнении условий (14) 

оптимальное решение задачи (3) – (5) состоит в том, что 
величина национального дохода на протяжении всего 
анализируемого периода равна первоначальной, и он в 

Рис. 2. Соотношения значений функции ϕ(t)  и В0 при k > 1/T    

)(t  

T 

  T  t 

)(t  

   T 

 T t   *
at  

    (a)   (b)

0B  0B  

*
bt  

)(t  

T, 0B

  T  

)(t  

   
T
 

 T t *
ct

 (c)    (d)  

0B  

*
dt  dt 2

ct 2  ct1  

)(t  

  T  

  (e)

*
et  et2

T 

0B 
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полном объеме должен направляться на непроизвод-
ственное потребление, производственное накопление 
полностью отсутствует (рис. 4).

Ситуация (2b) определяется соотношениями 

		
1

0
1 1, .kTk B e
T k

−> =

 	

(18)

Данный случай является аналогичным (2a), за ис-
ключением того, что функция u*(t), а значит и c*(t), y*(t) 
являются неопределенными в точке t*

b.
Условия

	       
1

0 0
1 1, ,kTk B e B T
T k

−> < >

 	

(19)

отвечают случаю, представленному на рис. 2с. Для него 
оптимальное управление u*(t) в соответствии с (12) 
имеет вид

	     

1

1 2

2

0, 0

*( ) ( ), .

0,

c

c c

c

t t

u t y t t t t

t t T

 ≤ <
= < <
 < ≤

 	

(20)

Решая дифференциальное уравнение (4) для дан-
ной ситуации получаем оптимальные траектории для 
национального дохода y*(t) и непроизводственного по-
требления c*(t).

      

1

2 1

0 1
1 ( )

0 1 2
1 ( )

0 2

,0

*( ) , ;

,

cktkt

o

c ckt kt

o

c

e e
B k c c

e e
B k c

y t t

y t y e t t t

y e t t T

−

−

 ≤ <

= < <



< ≤

	

(21)

      
2 1

0 1

1 2
1 ( )

0 2

, 0

*( ) 0,

, .

c ckt kt

o

c

c c

e e
B k c

y t t

c t t t t

y e t t T
−


 ≤ <
= < <



< ≤

 	

(22)

Рис. 4. Оптимальные траектории  u*(t)  и c*(t)  при 
условиях (14)

Согласно полученному оптимальному решению 
весь национальный доход, имеющийся на начальный 
момент времени и сформировавшийся к моменту 2

ct . 
направляется соответственно при 10 ct t≤ < и 2

ct t T< ≤
 

на непроизводственное потребление, производствен-
ное накопление осуществляется на интервале времени 

1 2
c ct t t< <

 
по закону двойной экспоненты, непроизвод-

ственное потребление на данном интервале отсутству-
ет. Графически траектории u*(t) и c*(t) представлены на 

рис. 5, где 
2 11 ( )( )

0 .
c ckt kt

oB k e ecY y e −=
Ситуация (2d) отвечает условиям

	       
1

0 0
1 1, , .kTk B e B T
T k

−> < =

 	

(23)

Для данного случая решением оптимизационной 
задачи являются следующие оптимальные траектории:

Рис. 3. Соотношения значений функции ϕ(t)  и В0  
при k ≤ 1/T
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2

2

( ), 0
*( ) ,

0,

d

d

y t t t
u t

t t T

 < <= 
< ≤

 	

(24)

               
2

1 ( 1)

0 2
1 ( 1)

0 2

, 0
*( )

,

kt

o

dkt

o

e
B k d

e
B k d

y e t t
y t

y e t t T

−

−


 < <= 


< ≤

        

(25)

                
2

2
1 ( 1)

0 2

0, 0
*( )

, .

dkt

o

d

e
B k d

t t
c t

y e t t T
−

 < <
= 
 < ≤

        

(26)

Рис. 5. Оптимальные траектории u*(t)  и c*t при 
условиях (19)

В соответствии с полученным решением в данной 
ситуации весь плановый период разбивается на два вре-

менных интервала. На первом при 20 dt t< <  весь нацио-
нальный доход направляется на производственное на-
копление, бла-годаря чему происходит его рост, непро-
изводственное потребление полностью отсутствует. На 
втором интервале 2

dt t T< ≤ национальный доход ис-
пользуется только на непроизводственное потребление, 
соответственно его величина сохраняется на неизмен-

ном уровне 
2

01 ( )( 1)
0 .

dktB k edY y e −=  Графики оптимальных 
траекторий и для ситуации (2d) приведены на рис. 6. 

Ситуация (2е), для которой 

	       
1

0 0
1 1, , ,kTk B e B T
T k

−> < <

 	

(27)

практически идентична ранее рассмотренной (2d). От-
личие состоит лишь в том, что в точке t = 0 функции 
u*(t), y*(t), c*(t) определены и принимают значения u*(t) = 
= y0 , y*(t) = y0  и c*(t) = 0.

Рис. 6. Оптимальные траектории u*(t)  и c*(t)  
при условиях (23)

Рассмотрим далее ситуации, характерные для раз-
личных соотношений значений B0 и ϕ(t) при k ≤ 1/T (гра-
фики рис. 3).

Ситуация (3a), определяемая неравенствами

		     0
1 , ,k B T
T

≤ >

 	
(28)

полностью совпадает со случаем (3a), оптимальные тра-
ектории u*(t), y*(t), c*(t) имеют вид, задаваемый соответ-
ственно соотношениями (15) – (17).

Ситуация (3b), отвечающая условиям 

		     0
1 , ,k B T
T

≤ =

 	
(29)

отличается от (3a) только тем, что при t = 0 функции 
u*(t), y*(t) и c*(t) являются неопределенными. 

Ситуация (3c), которая определяется соотноше-
ниями 

		     0
1 , ,k B T
T

≤ <

 	

(30)

аналогична ситуации (2e), различия состоят только в 
значениях 2

et  и 1 .ct

Система решений задачи управления динамикой 
национального дохода (3) – (5) получена на основе ис-
пользования принципа максимума, который представ-

  T  t  

)(* tu  

 T t

0y

)(* tc
 

ct1  ct 2  

cY  

ct1  ct2

0y

cY  
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ляет собой необходимые условия оптимальности. Со-
ответственно, доказательство того, что данные реше-
ния являются оптимальными, требует дополнительных 
исследований. Однако их можно использовать для вы-
явления и анализа свойств, которыми обладают опти-
мальные решения данной задачи.

Поэтому найденные решения задачи (3) – (5) рас-
смотрим с целью исследования воздействия ин-
тенсивности НТП и величины начальной капи-

талоемкости национального дохода на характерные осо-
бенности ее оптимальных решений. Возможности дан-
ного исследования определяются достаточно простым 
аналитическим видом переключательной функции (13).

При низких значениях темпа технологического 
прогресса (k ≤ 1/T) его увеличение не приводит к каче-
ственному изменению в оптимальном управлении дина-
микой национального дохода. При B0 ≥ T весь доход на-
правляется на непроизводственное потребление (рис. 4), 
в случае B0 < T на временном участке национальный до-
ход в полном объеме расходуется на производственное 
накопление, в точке 1

ct t=   происходит переключение, и 
весь доход используется на непроизводственное потре-
бление (картина аналогична представленной на рис. 6). 
В последнем случае следствием роста темпа k является 
увеличения значения 1

ct и, значит, интервала времени 

1[0, ),ct  на котором оптимальное управление состоит в 
расходовании всего национального дохода на производ-
ственное накопление (рис. 3с). Соответственно сокраща-
ется продолжительность временного участка 1( , ],ct T на 

котором оптимальным является использование дохода 
только на непроизводственное потребление.

Более разнообразной оказывается картина воз-
действия НТП при относительно более высоком значе-
нии его темпа прироста k > 1/T.

Если T < B0 и исходное значение темпа k0 удовлет-
воряет неравенству 0 1

0 01 ,k TB k e −>  т. е. максимальное 
значение функции ϕ*(t*)не превышает начальную капи-
талоемкость национального дохода B0, то тогда, при уве-
личении интенсивности воздействия технологического 
прогресса (росте значения k), оптимальное управление 
качественно меняется от использования всего дохода 
на непроизводственное потребления (рис. 4) к такому, 
которое предполагает наличие двух точек переключе-
ния 1 2, .c ct t  В первой точке происходит переключение от 
использования всей величины национального дохода на 
непроизводственное потребления к производственно-
му накоплению, а во второй осуществляется обратный 
переход (рис. 5). Причем, можно видеть, что рост тем-
па НТП для ситуации двух точек переключения ведет к 
сокращению интервалов времени непроизводственно-
го потребления, и соответственно увеличению проме-
жутка времени, в котором весь доход используется на 
производственное накопление (рис. 2с).

В случае, когда T ≥ B0 увеличение темпа техноло-
гического прогресса качественно картину оптимального 

управления не изменяет. Имеется два временных участ-
ка: на первом вся масса национального дохода идет на 
производственное накопление, на втором – на непро-
изводственное потребление (рис. 6). Однако рост темпа 
k приводит к количественным изменениям: в анализи-
руемом периоде T происходит увеличение доли первого 
участка, т. е. увеличивается период времени производ-
ственного накопления (рис. 3с).

Рост темпа НТП при всех рассмотренных ситуа-
циях приводит к увеличению интервала времени, для 
которого оптимальным является использование всего 
дохода на производственное накопление. Математиче-
ски данное свойство определяется тем, что для задан-
ного t значение переключательной функции (13) моно-
тонно возрастает с увеличением параметра k.

Проанализируем воздействие изменения величи-
ны начальной капиталоемкости национального 
дохода B0 на особенности оптимального управ-

ления динамикой национального дохода.
Увеличение начальной капиталоемкости B0 (при 

исходном соотношении T > B0) приводит к изменению 
качественной картины оптимального управления от 
ситуации, при которой на начальном этапе весь нацио-
нальный доход направляется на производственное на-
копление, а затем на непроизводственное потребление 
(рис. 2d, 2e, 3c), к такой, при которой вся величина до-
хода используется на непроизводственное накопление 
(рис. 2a, 2b, 3a, 3b). Если при этом k > 1/T, то между ука-
занными двумя типами оптимального поведения (при 
росте k) имеется управление с двумя точками переклю-
чения (рис. 2c). 

В целом, рост значения начальной капиталоемко-
сти приводит к увеличению интервала времени, на кото-
ром оптимальным является использование всего наци-
онального дохода на непроизводственное потребление. 

При значительном увеличении B0 (при 
1

0 1 ,kTB k e −≥  
если k > 1/T и B0 ≥ T, если k ≤ 1/T) указанное оптималь-
ное управление распространяется на весь анализируе-
мый период T. 

Можно также показать, что рост периода пла-
нирования T имеет следствием сокращение доли ин-
тервала времени с оптимальным управлением, пред-
полагающим расходование всей величины националь-
ного дохода на непроизводственное потребление.

Таким образом, проведенный анализ совокупно-
сти решений задачи максимизации суммарного непро-
изводственного потребления показал, что оптимальное 
управления динамикой национального дохода u*(t) об-
ладает следующими свойствами:

	 повышение интенсивности НТП стимулирует 
стратегию достижения максимального суммарного 
непроизводственного потребления за счет активи-
зации процессов использования национального 
дохода на производственное накопление;

	 рост продолжительности планового периода 
T также приводит к увеличению (в абсолют-
ном и относительном измерении) интервала 
времени, для которого оптимальным является 
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использование всего национального дохода на 
производственное накопление;

	 увеличение исходной капиталоемкости нацио-
нального дохода является сдерживающим фак-
тор производственного накопления, его рост 
инициирует развитие «стратегии проедания», 
вплоть до использования на цели непроизвод-
ственного потребления всей массы продуци-
руемого национального дохода в течение всего 
рассматриваемого периода времени.                 
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В современных условиях хозяйствования все более 
остро ставится вопрос обеспечения финансовой 
безопасности предприятия. Более динамичные 

конкурентные условия рынка, возникновение других 
внешних, а также внутренних экономических, и, в частно-
сти, финансовых рисков, предопределяют необходимость 
в эффективном финансовом менеджменте. Такой менед-
жмент не представляется возможным без прогнозирова-
ния уровня финансовой безопасности предприятия.

Сама категория «финансовая безопасность пред-
приятия» является предметом исследований многих 
ученых, таких как О. В. Арефьевой [1], О. И. Барановско-
го [2], И. А. Бланка [3], К. С. Горячевой [4], Т. Б. Кузенко 
[5], В. С. Пономаренко [6], J. Downes [7], E. J. Kane [8]. Од-
нако методикам прогнозирования уровня финансовой 
безопасности предприятия в научных трудах данных 
специалистов уделяется недостаточно внимания. Вме-
сте с тем, нынешние экономические приоритеты обу-
славливают необходимость разработки таких методик.

Целью работы является создание методики про-
гнозирования уровня финансовой безопасности пред-
приятия с использованием экономико-математических 
методов и существующих подходов к оценке финансовой 
безопасности предприятия ретроспективного характера.

По нашему мнению, в качестве такой методоло-
гической базы следует использовать бальный метод 
ретроспективной оценки уровня финансовой безо-
пасности предприятия [5] в синергии с экономико-
математическими методами прогнозирования, и, в 
частности, с трендовым анализом. Данная позиция на-
ходит свое обоснование в наличии четко определенной 
методологии, которая требует лишь перехода к эмпири-
ческому контексту познания.

Детальный анализ теоретических основ исполь-
зования бального метода в ретроспективе позволяет 
утверждать, что перспективную оценку уровня финан-
совой безопасности предприятия можно получить пу-
тем прогнозирования таких видов показателей:

	 рейтинговой оценки (балла);
	 коэффициентов, на основе которых был произ-

веден расчет данной рейтинговой оценки;
	 абсолютных показателей финансовой отчетно-

сти, которые легли в основу расчетных значе-
ний коэффициентов.

Непосредственное прогнозирование рейтинго-
вой оценки имеет ряд существенных недостатков, так 
как может не учитывать имеющиеся тенденции. Осо-
бенно актуальными такие недостатки становятся для 
финансово неустойчивых предприятий, поскольку при 
неизменно высоком уровне рейтинга в динамике, что 
негативно характеризует их финансовую безопасность, 
значение прогноза будет с ним совпадать, в то время как 
объективно тенденция может иметь другой характер, 
обусловленный улучшением финансового состояния и 
финансовых результатов деятельности. Аналогично, по 
описанным выше причинам, высока обратная погреш-
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