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Кузниченко В. М. Непрерывная модель финансового взаимодействия предприятий в выполнении инвестиционного проекта
Рассмотрен вероятностный подход к модели товарно-денежного распределения во времени бюджета инвестиционного проекта между пред-
приятиями на базе цепей Маркова (дискретная модель) и на базе системы линейных дифференциальных уравнений (непрерывная модель). Для 
решения дискретной модели используется метод z-преобразований, для решения непрерывной модели – преобразование Лапласа. Стохастическая 
матрица цепей Маркова полностью определяет дискретную модель распределения бюджета инвестиционного проекта между предприятиями, 
а дифференциальная матрица – непрерывную модель этого распределения. Использование z-преобразования и преобразования Лапласа позволяет 
найти решения задач в аналитической форме. Полученные выражения упрощают анализ и расчет состояний системы по сравнению с другими 
методами. Устанавливается взаимосвязь между дискретной и непрерывной моделями, то есть решения этих задач при t = n совпадают.
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підприємств у виконанні інвестиційного проекту
Розглянуто імовірнісний підхід до моделі товарно-грошового розпо-
ділу в часі бюджету інвестиційного проекту між підприємствами 
на базі ланцюгів Маркова (дискретна модель) та на базі системи лі-
нійних диференціальних рівнянь (безперервна модель). Для вирішення 
дискретної моделі використовується метод z-перетворень, для вирі-
шення безперервної моделі – перетворення Лапласа. Стохастична ма-
триця ланцюгів Маркова цілком визначає дискретну модель розподілу 
бюджету інвестиційного проекту між підприємствами, а диференці-
альна матриця – безперервну модель цього розподілу. Використання 
z-перетворення і перетворення Лапласа дозволяє знайти вирішення 
завдань в аналітичній формі. Отримані вираження спрощують аналіз 
і розрахунок станів системи порівняно з іншими методами. Встанов-
люється взаємозв'язок між дискретною і безперервною моделями, 
тобто вирішення цих завдань при t = n збігаються.
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Современное состояние развития экономики Украи-
ны характеризуется высоким динамизмом изме-
нений во внешней и внутренней экономической 

среде, что обусловливает повышенные риски для хозяй-
ственной деятельности предприятий. Факторы внешней 
и внутренней среды могут быть как стимуляторами, так 
и дестимуляторами смены уровня конкурентных позиций 
предприятий на рынке. В этих условиях реализация инве-
стиционных проектов в региональных программах всеми 
исполнителями требует усиленного мониторинга со сто-
роны местных органов и является актуальной темой для 
разработки моделей управления товарно-денежными по-
токами между предприятиями.

Существенный вклад в исследования финансового 
обеспечения развития украинской промышленности сделали 
такие отечественные и зарубежные ученые, как А. Акимов, 
Н. Герасимчук, Н. Чумаченко, Р. Коттер, С. Майер и другие. 

Исследования проблем формирования и использо-
вания финансовых ресурсов проводили отечественные 
специалисты – С. Буковский, У. Огонь, Н. Старостенко,  
В. Швець, Р. Шинкаренко, С. Юрий и другие.

Стратегическое управление денежными потоками, 
которые являются важной составляющей общей стратегии 
развития предприятия, изучалось в работе [1]. В ней разра-
ботана концептуальная модель стратегического управле-
ния денежными потоками предприятия, в которой к мето-
дам управления относят прогнозирование, моделирование 
и метод анализа.

В статье [2] предложена концепция управления дея-
тельности интегрированных корпоративных структур, 
в которой подчеркивается необходимость согласования 
управления финансовыми ресурсами предприятий корпо-
ративной структуры.

Авторы работы [3] предложили исследовать денеж-
ные потоки предприятий на основе метода регрессион-
ной – корреляционной модели. Они рассмотрели струк-
туру денежного потока как математическую функцию и 
описали модель оценки разных методов прогнозирования 
объемов денежных потоков в будущих периодах, с целью 
повышения надежности прогнозирования.

Авторы работ [4 – 7] представили экономико-мате-
матическую модель товарно-денежного распределения 
общего бюджета проекта во времени на основе вероят-
ностного подхода (теория цепей Маркова). Исследование 
вероятностной модели динамики товарно-денежных по-
токов между исполнителями проекта было проведено для 
дискретного времени.

Целью работы является построение непрерывной во 
времени модели товарно-денежного оборота общего бюдже-
та проекта между его исполнителями. При этом устанавли-
вается взаимосвязь дискретной и непрерывной моделей, то 
есть аналитические решения этих задач при t = n совпадают.

Рассмотрим региональную систему, которая состо-
ит из n предприятий (участников регионального проек-
та). Тогда дискретный процесс товарно-денежного обмена 
между исполнителями проекта может быть представлен 
следующим модельным реккурентным соотношением с 
квадратной матрицей L переходных вероятностей размера 
n для эргодической цепи Маркова:

      ( ) (0) , 0,1,2,...,kp k p L k    (1)
где p (k) – вектор распределения финансовых ресурсов 
между участниками проекта после k-го шага.

Построим марковский процесс с непрерывным вре-
менем, у которого будут те же самые вероятности состоя-
ний в конце каждого шага для произвольного начального 
состояния системы, что и для дискретного процесса.

Если предположить, что время между переходами из 
состояния в состояние совершается через случайные про-
межутки времени, то случайный процесс будет описываться 
марковским процессом с непрерывным временем. В этом слу-
чае параметрами процесса будут интенсивности, а не вероят-
ности переходов, при этом процесс обмена будет задаваться 
системой линейных дифференциальных уравнений [8]:

   0

( ) ( )
,

( ) (0)t

d
p t p t A

dt
p t p





 

  

(2)

где p (t) – вектор вероятностей состояний системы в мо-
мент времени t; А – матрица интенсивностей переходов 
системы из состояния в состояние (A = LnL), а диагональ-
ные элементы этой матрицы определены соотношением:

      
.jj ij

i j
a a




  

(3)

Элементы матрицы интенсивностей А определяют 
интенсивности переходов из состояния в состоя-
ние, а диагональные элементы задаются равенством 

(3). Поэтому сумма элементов вдоль каждой строки матри-
цы А равна нулю. Такие матрицы называют дифференци-
альными.

Применим к системе уравнений (2) преобразование 
Лапласа ( ( ) ( )) :p t P s

 ( ) (0) ( ) sP s p P s A
или

  ( )( ) (0),P s sI A p    (4)

где
 0

( ) ( ) ,stP s p t e dt


 I – единичная матрица. Из (4) на-
ходим :

  1( ) (0)( ) .P s p sI A  

  
(5)

Матрица (sI – A)–1 полностью описывает поведение 
марковских процессов с непрерывным временем.

Известно, что решение системы (2) с начальными 
условиями p (0) есть:

       ( ) (0) ,Atp t p e   (6)
где под матричной функцией eAt нужно понимать экспо-
ненциальный степенной ряд

 

2 3
2 3 ...,

2! 3!
t t

I tA A A   

который сходится к eAt. 
Напомним, что дискретные процессы описываются 

уравнением (1). Сравнивая (1) и (6) при t = n, приходим к 
равенствам:
     еA = L, A = Ln L.  (7)

Нахождение функций от матриц через многочлены 
осуществляется на основании теоремы Гамильтона – Кэли 
и ее следствий и подробно описаны в литературе [9, 10]. 

Рассмотрим пример, в котором дискретная модель 
товарно-денежных потоков между исполнителями проек-
та имеет стохастическую эргодическую матрицу вероятно-
стей переходов следующего вида:
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1 1 1
2 4 4
3 3 1

.
8 8 4
1 1 1
4 4 2

L

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

(8)

Используя методику, представленную в работе [4], 
определим с этой матрицей аналитическое выражение для 
вектора состояний изучаемой системы:

    

1
2 4 4

3 3
( ) 1 .

8 8 4

1
4 4 2

z z z

z z z
I zL

z z z

 
   

 
 

     
 
 
   
 

  

(9)

Определитель этой матрицы (9) равен:

          
(1 ) 1 1 .

4 8
z z

z
  

     
  

  
(10)

Обратная матрица к матрице (9) имеет вид:

1

3 3 3 3
1 1

8 4 8 4 8 8

1 1
4 2 4 2 4 4

1 11 4 4 2 4 2 4( )
1 1

4 2 4 2 4 4

1 1
4 4 2 4 2 4
3 3 3 3

1 1
8 4 8 4 8 8

Tz z z z z z

z z z z z z

z z z z z z

I zL
z z z z z z

z z z z z z

z z z z z z



 
      

 
 
      

 
 
      

     
 
      

 
 
      

 
 
        

2

2 2

2

7
1 ; (1 ); (1 )

8 8 4 4 4 8
1 3 3

; 1 ; (1 )
8 8 16 4 8

7 3
; (1 ); 1

4 4 4 8 32

z z z z z z

z z z z z
z

z z z z z

 
    
 
 
      
 
 
    
 

 

8/21 1/3 2 /7 2 /7 2 /7 1/3 1/3
; ;

1 1 11 1 1 1
4 8 8 4

8/21 1/3 5 /7 2 /7 5 /7 1/3 1/3
; ; .

1 1 11 1 1 1
4 8 8 4

8/21 2 /3 2 /7 2 /7 2 /7 1/3 2 /3
; ;

1 1 11 1 1 1
4 8 8 4

z z z zz z z

z z z zz z z

z z z zz z z

 
 
    
       

 
     
       
 
             

 

Применяя z-преобразование к уравнению (1), нахо-
дим аналитический вид решения дискретной задачи:

8 2 1 1 1
0

21 7 3 3 3
8 2 1 1 1 1

( ) (0) 0
21 7 3 4 3 3
8 2 1 2 2

0
21 7 3 3 3

n
p n p

   
   

   
    

            
   

      

    

(12)

2 2
0

7 7
1 5 5

0 .
8 7 7

2 2
0

7 7

n

 
 

 
  
     

 
  

Построим непрерывную модель этой задачи. Для 
этого найдем матрицу А. Ищем характеристический поли-
ном матрицы L:

1 1 1
2 4 4

3 3 1 1 1
( ) ( 1) .

8 8 4 4 8
1 1 1
4 4 2

L

  

  
           

  

  

 

Все корни характеристического полинома простые, 
поэтому характеристический полином совпадает с ми-
нимальным аннулирующим полиномом ( ) ( ).L   

 
Спектр матрицы L обозначим через ,L  который равен:

 

1 1
; ; 1 .

8 4L
 
  



Функция ( ) ln( )f    определена на спектре матри-
цы L.

Если функция ( )f   определена на спектре матрицы L 

и ( )g  – любой многочлен, совпадающий с ( )f  на спектре 

матрицы L (т. е. ( ) ( )L Lf g   ), то, по определению:

       f (L) = g(L).  (14)

Такой многочлен можно получить различными мето-
дами. В нашем случае многочлен ( )g  наименьшей 
степени однозначно определенный на спектре ма-

трицы L будет иметь вид: 
2( ) .g a b c    

 Составим и решим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений:

128 1
ln

(1) (1) 0 21 2
1 1 1 1 1 72 1

ln ln .
4 4 4 16 4 7 2
1 1 1 1 1 88 1

ln ln
8 8 8 64 8 21 2

a
g f a b c

g f a b c b

g f a b c c

  
  

     
        
             
       

        
                       

Тогда

2128 72 88 1
ln( ) ln

21 7 21 2
32 6 2
21 7 3

31 15 2
ln(2) .

21 7 3
10 6 4
21 7 3

A L L L I
   

       
   

 
 
 
 

  
 
 

 
 

      

(15)

 Для нахождения решения системы линейных диф-
ференциальных уравнений (2) применим преобразование 
Лапласа и найдем матрицы (sI – A) и ей обратную матрицу 
(sI – A)–1:

(11)

(13)
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32 6 2
ln 2 ln 2 ln 2

21 7 3
31 15 2

ln 2 ln 2 ln 2 .
21 7 3
10 6 4

ln 2 ln 2 ln 2
21 7 3

s

sI A s

s

 
   

 
 

     
 
 
   

 

      

(16)

Обратная ей матрица равна:

2 2

2 2 2
1

2

73 16 6 2
ln 2 (ln 2) ln 2 ln 2

21 7 7 3
( 2 ln 2)( 3ln 2) ( 3ln 2) ( 2 ln 2)
31 16 20 12 2

ln 2 (ln 2) ln 2 (ln 2) ln 2
21 7 7 7 3( )
( 2 ln 2)( 3ln 2) ( 2 ln 2)( 3ln 2) ( 3ln 2)
10 16 6

ln 2 (ln 2) ln
21 7 7
( 2 ln 2)( 3ln 2)

s s

s s s s s s s

s s s
sI A

s s s s s s s s

s

s s s



 

   

  
 

    



 

2 211
2 ln 2 2(ln 2)

3
( 3ln 2) ( 2 ln 2)( 3ln 2)

s s

s s s s s

 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
     
 

(17)

Разлагая на простые дроби слагаемые в (17), получаем:

1

8 1 2 1 1
0

21 3 7 3 3
1 8 1 2 1 1 1

( ) 0
21 3 7 ( 2 ln 2) 3 3
8 1 2 2 2

0
21 3 7 3 3

2 2
0

7 7
1 5 5

0 .
( 3ln 2) 7 7

2 2
0

7 7

sI А
s s

s



   
   

   
   

          
   

   
   

 
 

 
 

    
 

 
 

 

Пусть матрица H(t) будет обратным преобразова-
нием матрицы (sI – A)–1. Тогда обратное преобразование 
переводит уравнение (5) в уравнение:

     ( ) (0) ( ).p t p H t   (19)
Воспользовавшись преобразованием Лапласа, получим:

2 ln 2

3 ln 2

8 1 1 1 1
0

21 3 4 3 3
8 1 1 1 1

( ) (0) 0
21 3 4 3 3
8 1 1 2 2

0
21 3 4 3 3

2 2
0

7 7
5 5

0 .
7 7

2 2
0

7 7

t

t

p t p e

e





   
   

   
   

      
   
   

      

 
 

 
 

  
 
 

  

    

(20)

Сравнивая (12) с (20), мы видим, что H(t) является 
выражением для матрицы eAt:

 

2 ln 2 3 ln 2

8 1 1 1 1 2 2
0 0

21 3 4 3 3 7 7
8 1 1 1 1 5 5

( ) 0 0 .
21 3 4 3 3 7 7
8 1 1 2 2 2 2

0 0
21 3 4 3 3 7 7

t tH t e e 

     
      

     
     
         
     
     

      
     

(18)

При t = n имеем:

 

2 ln 2

3 ln 2

8 1 1 1 1
0

21 3 4 3 3
8 1 1 1 1

( ) 0
21 3 4 3 3
8 1 1 2 2

0
21 3 4 3 3

2 2 8 2 1
0

7 7 21 7 3
5 5 8 2 1

0
7 7 21 7 3

2 2 8 2 1
0

7 7 21 7 3
1 1

0
3 3

1 1 1
0

4 3 3
2

0
3

n

n

n

H n e

e





   
   

   
   
      
   
   

   
   

   
   

   
   

      
   
   

   
   



 
  
 



2 2
0

7 7
1 5 5

0 .
8 7 7

2 2 2
0

3 7 7

n

   
   

   
    
         

   
   

   

А следовательно, (12) совпадает с (20) при t = n, то 
есть аналитическое решение реккурентных соотношений 
(1), которое находится при помощи z-преобразования,  
и решение линейных дифференциальных уравнений (2) 
при помощи преобразования Лапласа при t = n совпадают.

ВыВОДы
Таким образом, разработана непрерывная аналити-

ческая модель взаимодействия предприятий для иссле-
дования поэтапного оборота товарно-денежных потоков 
между исполнителями инвестиционных и бюджетных ре-
гиональных проектов, которая даёт возможность не только 
непрерывно контролировать процесс их выполнения, а и 
при необходимости корректировать их взаимодействие.  
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